


Laval-cső

Euler-egyenlet érintő irányú komponensegyenlete:
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Laval-cső

𝑀𝑎 < 1:

𝑑𝑣

𝑣
+ha azaz v nő, akkor

𝑑𝐴

𝐴
− azaz A csökken

𝑀𝑎 > 1:

𝑑𝑣

𝑣
+ha azaz v nő, akkor

𝑑𝐴

𝐴
+ azaz A növekszik

ha
𝑑𝐴

𝐴
= 0 akkor

𝑑𝑣

𝑣
= 0

vagy 𝑀𝑎 = 1Vagyis: A-nak szélsőértéke van

Mivel Ma=1-ig a sebesség nő (
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tehát A-nak negatív szélsőértéke van: a legszűkebb keresztmetszet.

: a sebesség nem változik



Legszűkebb keresztmetszetben uralkodó viszonyok
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torok kilépés
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Laval-cső

Kilépés:

𝜌∗𝑣∗𝐴∗ = 𝜌𝑘𝑖𝑣𝑘𝑖𝐴𝑘𝑖

2

𝜅 + 1

1
𝜅−1

𝜌𝑡 𝜅 𝑅
2

𝜅 + 1
𝑇𝑡 ∙ 𝐴

∗ =

𝑇∗

𝑇𝑡
=

2

𝜅 + 1

𝑝∗

𝑝𝑡
=

2

𝜅 + 1

𝜅
𝜅−1 𝜌∗

𝜌𝑡
=

2

𝜅 + 1

1
𝜅−1

𝜌𝑡
𝑝𝑘𝑖
𝑝𝑡

1
𝜅 2𝜅

𝜅 − 1
𝑅𝑇𝑡 1 −

𝑝𝑘𝑖
𝑝𝑡

𝜅−1
𝜅

∙ 𝐴𝑘𝑖

𝑝𝑘𝑖
𝑝𝑡

-re két megoldást ad.

𝜌𝑘𝑖𝜌∗ 𝑣∗ 𝑣𝑘𝑖



𝑝

𝑝𝑡

𝑥
torok kilépés

1

0.53

A

B

C

D

E

F

v



A-B: hangsebesség alatti áramlás.

B: eléri a hangsebességet, de nem növekszik tovább.
Izentropikus megoldás No 1.

B-D: túllépi a hangsebességet, de nincsen izentropikus megoldás,
merőleges lökéshullám alakul ki a csőben, melyen keresztül lelassul a közeg.

D: túllépi a hangsebességet, de nincsen izentropikus megoldás,
merőleges lökéshullám alakul ki a cső végén, melyen keresztül lelassul a közeg.

D-E: túllépi a hangsebességet, de nincsen izentropikus megoldás,
ferde lökéshullám alakul ki a cső végén, melyen keresztül lelassul a közeg.

E: túllépi a hangsebességet. Izentropikus megoldás No 2.

E-F: túllépi a hangsebességet, de nincsen izentropikus megoldás,
ferde expanziós hullámok alakulnak ki a cső végén, melyeken keresztül tovább gyorsul.



D-E:

E-F:



"Aerospike"



Hullámegyenlet

Szilárd testekben:
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Hullámegyenlet

Hullám, együttmozgó koordinátarendszer (ld. előző óra).

Impulzustétel: 2𝜌𝑎𝑑𝑣 − 𝑎2𝑑𝜌 = 𝑑𝑝 Kontinuitás: 𝜌𝑑𝑣 = 𝑎𝑑𝜌

Ezúttal más átrendezés: 2𝜌𝑎𝑑𝑣 − 𝑎𝜌𝑑𝑣 = 𝑑𝑝

𝑎𝜌𝑑𝑣 = 𝑑𝑝

dp: hangnyomás változás, dv: részecskesebesség (áramlási sebesség a hullám mögött)

Nyugvó levegőben terjedő síkhullám: p, r, T, vx csak x és t függvénye.

(majdnem) mindegyik fizikai jellemző felbontható x0 időbeli átlag és x’ ingadozás összegére:

𝑝 = 𝑝0 + 𝑝′, 𝜌 = 𝜌0 + 𝜌′, 𝑇 = 𝑇0 + 𝑇′.

De 𝑣𝑥 = 𝑣𝑥′ mert nyugvó levegőben 𝑣0 = 0 .

Továbbiakban 𝑣𝑥′ jelölése: 𝑣 .

(ld. előző óra)



Kontinuitás:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 𝜌 𝑣 = 0 →

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜌 + 𝜌 𝑑𝑖𝑣𝑣 = 0

→
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝜌

𝜕𝑥
+ 𝜌0 + 𝜌′

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0

v (részecskesebesség) kicsi, 𝜌′ (sűrűségingadozás) kicsi
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝜌

𝜕𝑥
+ 𝜌0

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜌′

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0

1

𝑎2
𝜕𝑝

𝜕𝑡
+ 𝜌0

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0

𝜕

𝜕𝑡

1

𝑎2
𝜕2𝑝

𝜕𝑡2
+ 𝜌0

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑡
= 0

𝜕𝜌

𝜕𝑡
=
𝜕𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑝

𝜕𝑡
Első tag felbontva:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜌0

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0 1

𝑎2

=
1

𝑎2
𝜕𝑝

𝜕𝑡



Euler:
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Akusztikai hullámegyenlet

Hullámegyenlet általános megoldása: 𝑝 𝑥, 𝑡 = 𝑓 𝑥 − 𝑎𝑡 + 𝑔 𝑥 − 𝑎𝑡 + 𝑝0

ahol p0 a statikus nyomás, f és g tetszőleges függvények, 𝑎 a hullámterjedési sebesség.

𝑝 =  𝑝 ∙ 𝑐𝑜𝑠
2𝜋

𝑇
𝑡 ±

2𝜋

𝜆
𝑥 + 𝑝0

ahol  𝑝 a nyomásamplitúdó, T a periódusidő, 𝜆 a hullámhossz.

A hullámforma leírható pl. harmonikus hullámmal:

Fizikai jelentése: 2 hullám halad egymással ellentétes irányban,
a hullámforma (= f és g függvények) nem változik, csak a pozíciójuk az idő függvényében.

De: nem szerepel benne a hangsebesség, hová lett?



𝑝 =  𝑝 ∙ 𝑐𝑜𝑠
2𝜋

𝑇
𝑡 ±

2𝜋

𝜆
𝑥 + 𝑝0

𝑓 =
1

𝑇
frekvencia 𝜔 = 2𝜋𝑓 körfrekvencia 𝑘 ≔

2𝜋

𝜆
hullámszám

Innen: 𝑝 =  𝑝 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 ± 𝑘𝑥 + 𝑝0

Ez maximális t = 0-nál, ekkor x is 0, ezért cos(0): ekkor 𝑝 =  𝑝 + 𝑝0

𝜔𝑡1 − 𝑘𝑥1 = 0 → 𝜔𝑡1 = 𝑘𝑥1

𝜔𝑡1 + 𝑘𝑥1 = 0 → 𝜔𝑡1 = −𝑘𝑥1 →
𝑥1
𝑡1

= −𝑎
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𝑘
=
2𝜋𝑓

2𝜋
𝜆

= 𝑓𝜆 =
𝜆

𝑇

𝑡1 ≠ 0-nál hol lesz ismét maximális → ismét cos(0) kell:

(𝜆: hullámhossz, T: periódusidő)

= 𝑎

±𝑎 fizikai jelentése: 2 hullám halad hangsebességgel, egymással ellentétes irányban.

A hullámegyenlet csak a hang terjedését írja le, a keletkezését és az elhalását nem.



Relatív sebesség repülőn

Egy repülőgép T1=0 °C hőmérsékletű, p1=105 Pa nyomású levegőben v1=200 m/s sebességgel
halad. A szárny egyik pontján a relatív sebesség v2=250 m/s. R=287 J/kgK, k=1.4
Mekkora a Mach-szám a jelzett pontban?
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Tartálykiürülés
p1 = 1.3 bar, p2 = 1 bar, A2 = 10 cm2
T1 = 0 °C
R = 287 J/kgK
k = 1.4
Izentropikus állapotváltozás.
qm = ?
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𝜅 ∙ 𝑅
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